1 Lgsning og mindste kvadraters lgsninger af lineaere ligningssystemer

Def. Lingere ligningssystemer
Et linezert ligningssystem er et system af m ligninger i n ubekendte, hvor disse kan skrives som:

allxl+a12X2 +"'+aln n =b1

a, X +a.,X%+..+a,X =b,

Disse systemer kan ogsa skrives pa matrix form saledes:

Ax=Db

Hvor Igsningsmaengden for systemer er de X for hvilket systemet er konsistent. Hvis systemet ingen

Igsninger har, er Ipsningsmangden tom — det siges at systemet er inkonsistent.

Teorem 1.2.1 [L]
Et Mx N homogent system af linezre ligninger har en ikke-triviel Igsning hvis N >m.

Bevis Teorem 1.2.1 [L]
Et homogent system er altid konsistent (X =0 er altid en Igsning). REF formen af matricen har hgjst m

ikke-nul reekker. Derved er der ogsa maksimalt M pivoter. Siden der er N ubekendte og N> M sa ma der
veere en eller flere frie variabler. De frie variabler kan derfor blive givet arbitraere veerdier og for enhver
veerdi af de frie variable er der en Igsning til systemet.

Def. Mindste kvadrat

Mindste kvadrater er en metode vi bruger til at lave et best fit af en given maengde data, saledes at man
kan strukturere disse som eksempelvis en ret linje eller noget tilsvarende.

Givet et Mxn linezert ligningssystem AX=Db med M >N (overdetermineret), s& kan vi ikke generelt

forvente at finde et X €[1" for hvilket AX=D. Derfor hvis be[1™, s for ethvert X €[] " kan vi forme et

residual:

Distancen mellem b og AX er givet ved:

Jo—Ax|=r (x)]

Hvor vi gnsker at finde en vektor X €[] " for hvilket ||r (X)” vil vaere minimal. En vektor X der ggr dette

siges at veere en mindste kvadraters Igsning til systemet AX =Db. Det fglgende teorem garanterer at en
sadan tetteste vektor p ikke blot eksisterer, men er unik:



Teorem 5.3.1 [L]

Llad S <[1™ veere et underrum oghb €1 ™. Da er projektionen p af b p& S unik og teettest pab . Altsa:
[b=y[[>[o—p[vyesry=p

Envektor p e S vil desuden vaere tattest pa envektor be1 " <> b—-peS*

Bevis Teorem 5.3.1

Vivedat [ ™ =S @®S™. Vikan derfor skrive b e[1™ unikt som summen:

b=p+z

Hvor peS og zeS".lad yeS"y # p, da gaelder der
(fra b traekkes p, igen laegges p til og y trakkes fra):

Io—y| =[(b~p)+(p-y)
Dab-p=zeS* og p—yeS giver Pythagoras’ lov (lav eventuelt tegning):
lo—yI" =lb~pl +[p-yI
hvor | p—y|’ >0 da p#y hvilket giver
lo~y[" > b~ plf

For atviseat b— peS" hvis p er vektoren teettest pa b, antagat qe S "b—qeS*, daer q# p, og sa
fglger samme argument som overstdende (med y=(q)

[o-al > bl

Proposition 5.2.4 [N]

Systemet AT AX = A'b er konsistent, og Z er en Igsning til dette system <> Z er en mindste kvadraters
Ipsning til AX=D.

Bevis Proposition 5.2.4
lad p= PSQ(A) (b)

Az=pchb-AzeSa(A)
eb-AzeN(AT)
< A" (b-Az)=0
< Ab-A"Az=0
< ATAz=A"b

Det vil sige Z eren Igsning til A"Az=A"b <> Az=p hvor p er mindste kvadraters Ipsning til AX=D.



Teorem 2.2.9 [N]
Lad V vere et F vektorrum, lad Vv,,...,V, €V oglad S =span (Vl,...,Vn). Et element Ve S kan

udtrykkes entydigt som en linezer kombination af Vv,,...,vV, <<V,,...,V, er linezert uafhaengige.

Bevis Teorem 2.2.9
Da Vespan(V,,..,V, ) kanviskrive V=2aV, +...+a,V, med ..., 8, €F.
Lad os antage at V ogsé kan skrives som V=bVv, +...+b v, .
Sé er
O=v-v
=(aVv,+...+a,V,)—(by, +...+bv,)
=(a-b)v,+..+(a,=b,)v,

Hvis V,,...,V, er linezert uafhaengige vil ligningen 0=c\V, +...+C vV, =, =0,...,C, =V, . Dette vil sige at

a,—b =0=4a, =b sa Vv kan skrives unikt som en lineaer kombination af V,,...,V, .

Hvis V,,...,V, er linezert afhaenge vil ligningen 0 =C\V, +...+C V, have en ikke-triviel Igsning Ci,...,Cn sa

0= 61V1 +...+(A:nvn og vi far at
v=v+0
=a\V, +..+a.\V, +<A:1vl +...+(A:nvn
= (a1 +61)v1 +...+(an +(A:n)vn

Hvor @, +Ci # @, for et eller andet i =1,...,n. S& V kan ikke skrives unikt hvis V,,...,V, er lineaert

afhangige.



2 Vektorrum og underrum

Def. Underum

Et ikke-tomt delmaengde S afet F vektorum V kaldes et underum hvis:
(tilsammen kaldet lukkethedsegenskaber)

Cl: VyeS,aeF:ayeS (skalamultiplikation)
C2: Vy,weS:y+weS (vekteraddition)

Def. Linear transformation
Lad V,W veare F vektorum.

En linezer transformation L:V —W er en afbildning som respekterer linesere strukturer, det vil sige
felgende er opfyldt:

W, v, €V,Va,a,eF: L(av,+a,y,)=aL(v,)+a,L(v,)

Def. Ker

Lad L:V —W vaere en linear transformation. Kernen af L er da
Ker(L)={veV|L(v)=0,}

Def. Billede

Lad L:V —>W vaere en linear transformation, lad S —V vaere et underrum, da er billedemangden

L(S)={weW |w=L(v),veS}

Teorem 4.1.1 [L]
Hvis L:V —W er en lineaer transformation og S et underrum afV . S er
1. Ker(L) et underrum af V

2. L(S) et underrum af W

Bevis teorem 4.1.1
For 1:

Ker (L) er en ikke-tom maengde da 0, €V og 0,, =L (0, ).
C1 (skalarmultiplikation): Lad vV € Ker (V),a e F, da gaelder L(av) = aL(v) =a0, =0, € Ker(L)
C2 (vektoradition): v,w € Ker (L), da gaelder L(v+w)=L(v)+L(w)=0, +0, =0, eKer(L)

Ker(L) er da et underum.



For 2: L(S) erikke-tomda 0, =L (0, ) e L(S).

Cl:lad acF,w=L(V) foret ve S, dagaelder aw=al(v)=L(av).Daave$S sa L(av)eL(S)
C2:lad W, =L(Vv,),w, =L(V,) foret v;,v, €S, da geelder W, +W, =L(v;)+L(v,)=L(V,+V,) ogda
V,+V, €S sa L(v,+V,)eL(S)

L(S) er da et underrum.

Def. Span
Lad V veere et F vektorrum, V,,...,V, €V udspander V (V =span (vl,...,vn)) hvis og kun hvis enhver

vektor VeV kan skrives som en linear kombination af ViV, eV

Teorem 3.4.1 [L]
Hvis span (Vl, vV, ) =V, s er ethvert set af M > N vektorer tilhgrende V veere lineaert afhaengige.

Bevis teorem 3.4.1

Det muligt at opskrive U, for i =1,...,m som en linear kombination af Vv,,...,V. .
n
U= a,V,
j=1

For en vektor X €V, da kan X skrives som en linear kombination af u.

X = XU +...+ X, Uy,

m
:zxiui

1
RIS
1

n
i j=1

(Zm:xiaﬁjvj

i=1

2

m
n
=t

n m
Lad os prgve at Igse det homogene ligningssystem ( X a; ] =0. Dette er et ligningssystem med M
=L\ i=1

variable (ubekendte) og N ligninger. Da M >N er der flere ubekendte end der er ligninger. Da eksisterer

der en ikke-triviel Igsning C = (Cl, e Cpy )T . Dette betyder at fglgende gaelder
m n
CUy + .o Clly = D GU, = Y 0V, =0
i=1 j=1

Derved er U,,...,U lineeert afhaengige.



Teorem 2.2.9 [N]
Lad V vere et F vektorrum, lad Vv,,...,V, €V oglad S =span (Vl,...,Vn). Et element Ve S kan

udtrykkes entydigt som en linezer kombination af Vv,,...,vV, <<V,,...,V, er linezert uafhaengige.

Bevis Teorem 2.2.9
Da Vespan(V,,..,V, ) kanviskrive V=2aV, +...+a,V, med ..., 8, €F.
Lad os antage at V ogsé kan skrives som V=bVv, +...+b v, .
Sé er
O=v-v
=(aVv,+...+a,V,)—(by, +...+bv,)
=(a-b)v,+..+(a,=b,)v,

Hvis V,,...,V, er linezert uafhaengige vil ligningen 0=c\V, +...+C vV, =, =0,...,C, =V, . Dette vil sige at

a,—b =0=4a, =b sa Vv kan skrives unikt som en lineaer kombination af V,,...,V, .

Hvis V,,...,V, er linezert afhaenge vil ligningen 0 =C\V, +...+C V, have en ikke-triviel Igsning Ci,...,Cn sa

0= 61V1 +...+(A:nvn og vi far at
v=v+0
=a\V, +..+a.\V, +<A:1vl +...+(A:nvn
= (a1 +61)v1 +...+(an +(A:n)vn

Hvor @, +Ci # @, for et eller andet i =1,...,n. S& V kan ikke skrives unikt hvis V,,...,V, er lineaert

afhangige.



3 Lineeer uafthaengighed

Def. Linecer uafhaengighed
Lad V veere et F vektorrum, oglad V,,...,V, €V

Et seet V,,...,V, af vektorer er lineaert uathaengige < ¢V, +...+C Vv, =0=¢, =0,...,c, =0
Hvis der findes en ikke-triviel Igsning til ligningssystemet kaldes Vv,,...,V, afhaengige og en af vektorerne kan

skrives som en linearkombination af de andre.

Def. Span
Lad V veere et F vektorrum, V,,...,V, €V udspaender V (V =span (vl,...,vn)) hvis og kun hvis enhver

vektor V€V kan skrives som en linear kombination af Vi,..,V, €V

Teorem 3.3.1 [L]
Lad X;,..., X, €1 " oglad X =(X1,...,Xn). Sa gelder der

X ersinguleer <> X,,..., X, er lineaert afhaengige

Bevis Teorem 3.3.1
Vi har en ligning

cX +..+¢ X, =0
Der kan skrives pa matrixform:
Xc=0

Vived at hvis X erinvertibel, s& har ligningen XC =0 kun lgsningen ¢ =0, da
Xc=0=X"Xc=X"'0=¢c=0.
Vi ved ogsa at hvis ligningen XC =0 kun har Igsningen C=0 sd er X invertibel. (Seetning 1.4.8 [N])



Teorem 3.4.1 [L]
Hvis span (Vl, vV, ) =V, sd er ethvert saet af M > N vektorer tilhgrende V vaere linezert afhaengige.

Bevis teorem 3.4.1

Det muligt at opskrive U, for i =1,...,m som en linear kombination af \v,,...,V, .
n
U= aV,
=1

For en vektor X €V, da kan X skrives som en linear kombination af u.

X = XUy + .. XU,

m
= xu;

X D aV,

=1
m n
=1 j=t

n m
Lad os prgve at Igse det homogene ligningssystem Z[Z X;&; j =0. Dette er et ligningssystem med M
=1\ ie

variable (ubekendte) og N ligninger. Da M > N er der flere ubekendte end der er ligninger. Da eksisterer

der en ikke-triviel Igsning C = (Cv e Cyy )T . Dette betyder at fglgende geelder
m n
CUy +.H Gyl = D GU; =D 0v; =0
i=1 =1

Derved er U,,...,U., linezert afhaengige.



Teorem 2.2.9 [N]
Lad V vere et F vektorrum, lad Vv,,...,V, €V oglad S =span (Vl,...,Vn). Et element Ve S kan

udtrykkes entydigt som en linezer kombination af Vv,,...,vV, <<V,,...,V, er linezert uafhaengige.

Bevis Teorem 2.2.9
Da Vespan(V,,..,V, ) kanviskrive V=2aV, +...+a,V, med ..., 8, €F.
Lad os antage at V ogsé kan skrives som V=bVv, +...+b v, .
Sé er
O=v-v
=(aVv,+...+a,V,)—(by, +...+bv,)
=(a-b)v,+..+(a,=b,)v,

Hvis V,,...,V, er linezert uafhaengige vil ligningen 0=c\V, +...+C vV, =, =0,...,C, =V, . Dette vil sige at

a,—b =0=4a, =b sa Vv kan skrives unikt som en lineaer kombination af V,,...,V, .

Hvis V,,...,V, er linezert afhaenge vil ligningen 0 =C\V, +...+C V, have en ikke-triviel Igsning Ci,...,Cn sa

0= 61V1 +...+(A:nvn og vi far at
v=v+0
=a\V, +..+a.\V, +<A:1vl +...+(A:nvn
= (a1 +61)v1 +...+(an +(A:n)vn

Hvor @, +Ci # @, for et eller andet i =1,...,n. S& V kan ikke skrives unikt hvis V,,...,V, er lineaert

afhangige.



4 Basis for vektorrum; koordinatisering

Def. Ordnet basis
Lad V veere et F vektorrum, oglad V,,...,V, €V

{vl,...,v } er en ordnet basis for V hvis

n

1. Vv,..,V, erlinesert uafhaengige

2. V,,..,V, udspaender V

Normalt er reekkefglgen irrelevant, men i visse tilfaelde kan det vaere ngdvendigt at have dem ordet (Hvilket
det bl.a. er for koordinatisering)

Teorem 3.1.3 [N]
Lad V veere et F vektorrum, V # {0}, som er udspaendt af endelig mange vektorer \;,...,V, . Da har V

en basis indeholdt i {Vl, ...,Vn}

Bevis Teorem 3.1.3 [N]

Induktion i N. Altsa induktion i antallet af vektorer i den udspandende mangde.

Basis N=1:

Vivedat V # {0} ogatV = span(vl), derforer v, #0 s {Vl} er lineaert uafhangige og derfor en basis

forV .

Induktionshypotese
Vi antager at udsagnet geelder for et vektorrum udspaendt af N —1 vektorer.

Induktionsskridt

Vi vil gerne vise at det geelder for et vektorrum udspaendt af N vektorer.

Lad V =span(v,,...,V, ).

Hvis V,,...,V, er linesert uafhaengige, sa er {Vl,...,Vn} en basis for V .

Hvis V,,...,V, er lineaert afhaengige, sa kan én af dem skrives som en linearkombination af de andre. Efter

omnummerering kan vi antage at V, =CV, +...+C_,V, ;. Mensder V = span(vl,...,vnfl) og ifplge

induktionshypotesen har V' en basis indeholdt i {Vl,...,Vn_l} .
| begge tilfeelde har V en basis indeholdt i {vl,...,vn} .

Def. Koordinatisering

lad v = {Vl,...,Vn} vaere en ordnet basis for V . Lad V€V ; V kan skrives entydigt som en lineaer

kombination af v,,...,V,,V=CV, +...+C V, .

10



G

Der findes saledes et entydigt element | ... |€ F", som angiver koordinaterne for V mht. V . Dette kaldes
Cn
Cl
koordinatvektoren for V. mht. V og vi skriver [V]V =|..
Cn
Lemma 3.3.2 [N]
Koordinatisering bevarer lineaer struktur, dvs:
2. [rv] =r[v],
Bevis Lemma 3.3.2
1
Lad V,We v, skrivv=CV, +...+CV,, W=dV, +..+d Vv, .

Daer V+W=(c, +d, )V, +...+(c, +d, )V, ogsé geelder der
c,+d, C, d,

[v+w] =]|.. =l [+ e |=]V], +[W],
c +d C d

n T Hn n n
2:
lad VeV, skriv V=CV, +...4+CV, daer 'V=ICV, +...+ICV, og
rc, o)
[rv] = [=r|.|=T]V]
rc C

n n

Proposition 3.3.7 [N]
lad U, = {ul,. u },Vb = {vl,...,vn} vaere to ordnede baser for et F vektorrum W .

Uy

Llad K € Mat, | (F) vaere givet ved sgjleform som

[[Ul]vb "'[un ]vb j|

Der geelder

1. K erinvertibel
2. YweW :[W]Vb =K[w]

Uy

3. K erden entydige matrixi Mat, | (F) séledes at (2) geaelder.

11



Bevis Proposition 3.3.7
1:

X
Antagat K|... |=0 s3

0= xl[ul]vh +ot X, [un]vb

=[xu, +...+ xnun]vB

Idet at koordinatisering bevarer lineaer struktur.
Sa XU, +...+ XU, =0 ogda U,...,uU, erlinezert uafhaengige, er den eneste Igsning til Kx =0 Igsningen

X=0.Da X=0 erden enste Igsning er K invertibel.

2:
Vi udtrykker U, som en lineser kombination af v,,...,V,

u; = kv, +...+K,v, hvor
= [ui ]V som er den i'te sgjlei K
b

Skriv W=CU, +...+C U, sa

[W]Ub = ...

Viindsaetter U;

W=, (kY .4 K oV, )+ o+ Cy (K, + 4 KV,

nn-'n

=(Cky ..+ C K )V +o+ (CKy + o+ C K )Y,

k11C1+"'+klnCn
[W]Vh = : =Kc=K][w]
K.,C +...+K..C

12



3:
Antag at [W]Vb =K '[W]Ub foralle weW

Dette gaelder specielt for U, for i =1,...,n

{I'tesgjlei K} =[u;] =K'e ={i"tesgjlei K}
K og K' har altsa samme sgjler og derforer K'=K..
Note for bevis:

0

[ui]Uh =e =|1(i'te plads) | da u; udtrykket isin egen base er 1-u;.

13



5 Matricer og linezere transformationer

Def. Linear transformation
Lad V,W veare F vektorrum.

En linezer transformation L:V —W er en afbildning som respekterer linesere strukturer, det vil sige
felgende er opfyldt:

Y,V, eV, Va,a,eF: L(av,+a,V,)=aL(v,)+a,L(v,)

Seetning 4.2.1 [N]
Lad L:F" — F" vzere en linezr transformation. Definer M (L) € Mat,, , (F) ved

M(L)=[L(e),L(e,) ]
Saer L(X) =M (L)X foralle xeF". M (L) er den entydige matrix med denne egenskab.

Bevis Seetning 4.2.1
Lad X € F", X kan da skrives som X =X€ +...+X.€, .

Vi beregner der linezer transformation pa denne

L(X)=L(xg +..+X¢,)
=xL(e)+..+xL(e,)

Antag at der nu findes en anden matrix M '(L) e Mat,, , (F) med L(X)=M '(L)x. S geelder der at
{i"tesgjleiM (L)} =L(e)=M"(L)e ={i'tesgjleiM (L)}

Sgjlernei M (L) og M '(L) erens,ogdaer M '(L) =M (L) M (L) er da den entydige matrix med

denne egenskab.
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Diagram
Vivil gerne se at dette diagram kommuterer:

vV —— W

el el

Lays (L
I ) 3 !
R w,v(L)

Seaetning 4.2.4 [N]
Lad V,W vere F vektorrum. Lad V, = {Vl,..,vn} og W, :[Wl,...,Wn] vaere ordnede baser for V. og W .

Lad L:V —W veere en linear transformation. Definer

I\/Iwb,vb (L) :H:L(Vl)wb] """ I:L(V" ):Iwbi|

Saer [L(v)]wb =My, \, (L)[v]Vb foralle VeV, ogat My, , (L) er den entydige matrix med denne

egenskab.

Bevis Satning 4.2.2
Lad VeV sakan V skrives som V=XV, +...+ XV, og derved er

Lav nu den lineaere transformation pa V.

L(V)=L(XV, +...+XV,)
=xL(v)+..+xL(v,)

Lad os nu se pa koordinatiseringen af denne
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Lad os nu antage der findes en anden matrix M, |, (L)eMat,  (F) hvor I:L(V):IW =M\, (L)[x]

Vi

Dette geelder specielt for V,,...,V, sd

{i'tesrajlei My, v, (L)} =[L(v, )]wb =My, (L[V], =My, (L)e :{‘l'teszjlei A ('—)}

Sé sgjlernei M, (L) og M W, v, (L) er ens og derforer M W, v, (L)= My, v, (L). Derfor er

MvaVb (L) den entydige matrix med denne egenskab.

Def. Ker
Lad L:V —W vare en linear transformation. Kernen af L erda

Ker(L)={veV|L(v)=0,|

Def. Billede
Lad L:V —W vaere en linear transformation, lad S ©V vaere et underrum, da er billedemangden

L(S)={weW |w=L(v),veS}

Teorem 4.1.1 [L]

Hvis L:V —W er en lineaer transformation og S et underrum afV . S er
3. Ker(L) et underrum af V
4, L(S) et underrum af W

Bevis teorem 4.1.1
For 1:

Ker (L) er en ikke-tom maengde da 0, €V og 0,, =L (0, ).

C1 (skalarmultiplikation): Lad v € Ker (V ),a € F, da geelder L(av)=aL(v)=a0, =0, € Ker(L)

C2 (vektoradition): v,w e Ker (L), da gelder L(v+Ww)=L(v)+L(w)=0, +0, =0, eKer(L)

Ker (L) er da et underum.

For 2:

L(S) erikke-tom da 0, =L (0, ) e L(S).

Cl:lad acF,w=L(V) foret ve S, dagalder aw=al(v)=L(av).Daave$S sa L(av)eL(S)
C2:lad W, =L(v,),w, =L(V,) foret v,,v, €S, da geelder W, +W, =L(v;)+L(v,)=L(V,+V,) ogda
V,+V, €S sa L(v,+v,)eL(S)

L(S) er da et underrum.
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6 Determinanter

Def. Determinant

Til enhver Nx N matrix er det muligt at associere en skalar det(A).

Foren 1x1 matrix er det(A)=a,,.

Fore Nxn matrix er det(A)=a,, A, +...+a,A, hvor A = (—1)i+j det(Mij) og M; er matricen A
med den i’te reekke og | 'te sgjle slettet.

A, kaldes kofaktor for A og M;; kaldes minorer af A

Det er ligegyldigt om hvilken raekke eller sgjle vi udvikler fra

Teorem 2.1.2 [L]
Lad Ae Mat,  (F), da geelder at det(A)= det(AT )

Bevis Teorem 2.1.2
Dette er et induktionsbevis over N
Basis 1x1:

Dette gaelder trivialt da A= A" = det(A)= det(AT )

Induktionshypotese:
Vi antager at det gaelder for alle K —1xk —1 matricer.

Induktionsskridt:
Vi skal vise det gzelder for alle kxk matricer. Lad Ae Mat, , (F) daer

det(A)=a, det(M,,)+a,, det(M,,)—+..xa, det(M,, )

Her er alle M, matricer K —1xk —1 og vi kan bruge induktionshypotesen:
det(A) =a, det(M,," )+a, det(M,," )—+...£a, det(M,,")
Da a; de'[(MllT )+ a, det(MlzT )—+... ta, det(MlnT ) blot er det(AT ) udviklet efter fgrste sgjle:

det(A)=det(A")
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Teorem 2.2.2 [L]
AeMat,  (F) ersingulzer <> det(A)=0

Bevis Teorem 2.2.2
Det er muligt at raekkereducere A til RREF H ved endeligt mange raekkeoperationer, sa

H=E,..EA
Vi tager nu determinanten pa begge sider

det(H )=det(E,...E,A)
=det(E,)...det(E, )det(A)

Da det(Ei);t 0 for i=1,...,k fordi E, er en elementaer reekkeoperation, sa gaelder der at
det( H ) =0 det(A) =0. Hvis A ersinguleer sd vil H have en nul-raekke og vi kan udvikle langs denne
og fa det(H)ZO. Hvis A erinvertibel sdvil H =1 ogdaer det(H):l.

Teorem 2.3.1 [L]
(Cramers regel)

Lad Ae Mat, , (F) vaere invertibel og lad b € F". Lad A veere matricen der fas ved erstatte den ite

sgjlei A med b. Den entydige lgsning X til systemet AX =D er givet ved;

g ~BA) G
det(A)
Bevis Teorem 2.3.1
A'ber den entydige Igsning til AX =D S& vi har
R=A'b= dj(A)b
’ det(A) 2 (A
Ogfori=1...,n
x = ——— (i'tereekkeiadj (A))b
' det(A)
1
= b +... b
det(A)(A1|b1+ +A1I n)
det(A)
- det(A)
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7 Egenvaerdier og egenvektorer

Def. Egenvaerdi og egenvektor
lad Ae Mat, (F),ﬂ € F erenegenvardifor A hvis der findes X € F \{0} , S8

AX = AX
X kaldes da for en egenvektoren til A associeret til A .

Def. Egenrum
Ved omskrivning af definitionen ovenfor far vi

(A-A1)x=0

Lgsningsrummet N (A—M ) kaldes for egenrummet til matricen A.Egenrummet bestar af alle

egenvektorer til en given egenvaerdi.

Def. Similaritet

Lad A BeMat,  (F). B siges at vaere similar til A hvis der eksisterer en matrix S € Mat, , (F) sa:
B=S"'AS

Teorem 6.1.1 [L]
Lad A B e Mat,  (F) vare similare. Daer p, = pg

Bevis Teorem 6.1.1
Da A og B ersimilare kan B skrivessom B=S"AS.
Lad os beregne g (4)

b, (1) =det(B—Al)
=det(SAS - A1)
=det(S™(A-A1)S)

= det(S" )det A-Al)
= det(S'S)det(A-Al)
=det(1)det(A-A4l)
=det(A-A1l)

= pa(4)
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Def. Diagonaliserbar
Lad Ae Mat, , (F). A er diagonaliserbar hvis der eksisterer en invertibel matrix V € Mat, , (F) sa

D=V AV
Hvor D er diagonal.

Teorem 6.3.2 [L]
lad Ae Mat, (F) A er diagonaliserbar << A har n linear uafhaengige egenvektorer

Bevis Teorem 6.3.2
e

Lad X,,..., X, veere linear uafhaengige egenvektorer til A med tilhgrende egenveerdi /4, . Lad

X :[Xl,..., Xn] daer

AX =[AX,..., AX, |

=[ A% A X, ]
A
=% X, ]
A,
= XD

Da X har N linezrt uafhaengige sojlevektorer, sa er X invertibel. S3

AX =XD= X"AX = X'XD= X'AX =D

A er altsa diagonaliserbar.

=
A er nu diagonaliserbar og derfor

X TAX :D:(XX’l)AX = XD = AX = XD

Lad X=[X1,...,Xn],D= s3

XD =[X, ... X, | =[xdy.r .00 ]

20



Da AX = XD (vi kan gange med €, pa begge sider for at pille fgrste sgjle ud) ma d,,,...,d, maveere

egenveerdier for A med tilhgrende egenvektorer X,,..., X, . Fordi X erinvertibel er X,..., X, linear

uafhaengige.
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8 Diagonalisering

Def. Egenvaerdi og egenvektor
lad Ae Mat, (F),l € F erenegenvardifor A hvis der findes X € F \{0} , S8

AX = AX
X kaldes da for en egenvektoren til A associeret til A .

Def. Diagonaliserbar

lad Ae Mat, , (F) A er diagonaliserbar hvis der eksisterer en invertibel matrix V € Mat, , (F) sa
D=V AV

Hvor D er diagonal.

Teorem 6.3.2 [L]
lad Ae Mat, (F) A er diagonaliserbar << A har n linear uafhaengige egenvektorer

Bevis Teorem 6.3.2
P

Lad X,,..., X, veere linear uafhaengige egenvektorer til A med tilhgrende egenveerdi A, . Lad

X =[X1,..., Xn] daer

AX =[AX,,..., AX, |

= [ X A, ]
4
=% %]
/In
= XD

Da X har n linezert uafhaengige sgjlevektorer, sa er X invertibel. Sa
AX =XD= X'AX =X'XD=X"'AX =D

A er altsa diagonaliserbar.

=
A er nu diagonaliserbar og derfor

X LAX :D:>(XX‘1)AX = XD = AX = XD
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Lad X=[X1,...,Xn],D= s3

dll
XD =[X, ... X, | =[xdy,.... x,d,, ]

nn

Da AX = XD (vi kan gange med €, pa begge sider for at pille fgrste sgjle ud) ma d,,,...,d , maveere
egenveerdier for A med tilhgrende egenvektorer X,,..., X, . Fordi X erinvertibel er X,..., X, linear

uafhaengige.

Def. Unitaer

En matrix U € Mat, , (L) er unitzr, hvis sgjlerne i U udggr en ortonormalbasis for [1".

Def. Hermitisk matrix

En matrix Ae Mat, (L) er hermite’sk hvis A= A" = (A)T

Teorem 11.1.9 [N]
(Schurs teorem)

Lad Ae Mat, , (L] ). Der findes en unitzer matrix U € Mat, , (0 ) sa U™ AU er en gvretrekantsmatrix.

Bevis Teorem 11.1.9
Beviser er ved induktion over N .

Basis N=1
Trivielt idet alle 1x1 matricer er gvretriangulzere.

Induktionshypotese

Vi antager at udsagnet geelder for alle matriceri Mat, , (D ) .

Induktionsskridt
lad Ae Mat, (D ) oglad 4 €l] vare en egenveerdi for A, med tilsvarende egenvektor v, [1".

Vi kan arrangere at ||V1|| =1. {Vl} kan udvides til en basis for [1 ", og ved at anvende Gram-schmidt pa
denne basis, far vi en ortonormalbasis {vl,...,vn} for 0",
Lad U, =[V,,...,v,] e Mat,  (0). U erda unitar ved konstruktion.

Vi har da (vi piller fgrst sgjle af U," AU, ud)
UlH AU = UlH Av, = /11U1HV1 = /11U1HU1e1 =48

Vi kan altsa skrive
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ulHAUI:[21 L}
0 A

Hvor QO er en sgjlevektor og I er en raeekkevektor med N—1 indgange.

Ifglge induktionshypotesen sé eksisterer der en matrix C e Mat, ,  , (D ) sa C"AC ergvreen

1 T
U, = 0
0 C

Matricen U, er uniteer da de sidste N—1 sgjler udggr en ortonormal maengde, og hver for sig er

gvretrekantsmtrix.
Definer nu

ortogonale pa den fgrste sgjle, som er en enhedsvektor. Sa er produktet U =U,U, ogsa unitzer.

Vi vil vise at U™ AU er gvre-trianguleer. Da blokstgrelserne i matricerne er ens kan vi bruge blok matrix
multiplikation.

U"AU =U;' (U'AU, U,
1 o[ r]r 0
0 c'"|l0 Ao C

A r}l 0"
o c"Ajlo C

A rc}

0 CMAC
(A4 rC
|0 B}

Denne matrix er gvre trianguleer da B (fra induktionshypotesen) er det.
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Teorem 11.1.10 [N]

(Spektralsaetning for hermite’ske matricer)
lad Ae Mat, (D ) veere hermite’sk. S kan A diagonaliseres, dvs der findes en uniteaer matrix
UeMat, (1)sa
U"AU
Er diagonal med reelle diagonalindgange.

Bevis Teorem 11.1.10
Ifglge Schurs saetning findes der en uniteer matrix U € Mat,, () sa UM AU =T eren

gvretrekantsmatrix. T er hermite’sk da:

TH=(UHAU)H
=U"A"U
=U"AU
=T
Men
tn t1n ﬁl 0 0
T={0 - | T"=|: . 0
O O tnn En t_nn

Damédt ;=0 fori= jogdat; =1, ma t;; vaerereel. T er da en diagonalmatrix med reelle indgange.
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9 Indre produkt

Def. Indre produkt
Et indre produkt pa et reelt vektorrum V er en funktion < , >:V xV — 1], sdledes at for alle

X, y,zeV,a,bell :
1. (X,x)

2. (xy)=(y.x)

3. (ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z)

>0 med lighed <v=0

Def. Norm og ortogonalitet

Lad V veere et vektorrum med indre produkt < , >

Normen, ogsa kaldt leengden af X €V er da defineret til

[ = (%)

X, Y €V er ortogonale hvis
(x,y)=0

Teorem 6.1.4 [N]
(Pythagoras)

Lad V veere et reelt vektorrum med indre produkt ( , >, oglad u,v eV vare ortogonale. Da geelder

JuvI =l + v

Bevis Teorem 6.1.4

Vi beregner ||u +V||2 ved brug af indre produkt( , >:

lu +v||2 =(U+Vv,u+v)

2<U,V> forsvinderda U L V.
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Def. Vektorprojektion
Lad V veere et reelt vektorrum med indre produkt< , >, oglad u,veV med V=0 sder

{u,v

{v.v)

~

p= \"

Vektorprojektionen af U pavVv.

Hjeelpelemma 6.1.6 [N] (ingen bevis)
Lad V veere et reelt vektorrum med indre produkt < , >, oglad u,veV med V#0 oglad p veere

vektorprojektionen af U pa V.

1. u-p,V erortogonale

2. U= pP < U eretskalarmultiplum af v

Teorem 6.1.7 [N]
(Cauchy-Schwarz uligheden)

Lad V veere et reelt vektorrum med indre produkt< , >, ogladu,v eV . Dagealder
[{u.v)| < - M
Og lighed geelder hvis, og kun hvis, U,V er linezert afhaengige.

Bevis Teorem 6.1.7
Hvis v=0, daer Ku,v)‘ =0= ||u||||v|| og U,V er klart linezrt afhaengige.

Hvis V=0, sd lad p veere vektorprojektionen af U pd V. u— p,V er da ortogonale (ifglge lemma 6.1.6)
og derfor er U— P, p det ogsa. Pythagoras giver da:

Jull* =Ju= eI+ o[

Hvilket giver at hvis man Igser i forhold til || p||2 og indszetter definitionen af || p||2

({uv))

M

Jul” ~Ju=pl =]pl =
Som kan lgses i forhold til <U,V>:
2
(Cu ) = ull vl ~fu =l <l v

Hvilket da giver

[(uv)f < Jull-IM
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Lighed geaelder hvis, og kun hvis ||u — p||2 =0< U= p.Lemma6.1.6 siger atsd er U et skalarmultiplum af

V , og derfor linezert afhangige.
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10 Ortogonalkomplement og projektion

Def. Ortogonalkomplement

Lad Y <[] " veere et underrum
Y+ Z{XED "|x"y=0 ‘v’er}
Kaldes ortogonalkomplementet til Y .

Hjaelpelemma 5.1.16 [N]
AeMat, (0 )saer

Sg(A) =N(AT)

Teorem 5.1.17.1 [N]
Lad S <[] " veere et underrum.

Daer S* ogsa et underrum med dim(SL) =n—dim(S)

Bevis Teorem 5.1.17.1
Hvis S ={0},sé er St =[1" og dim(SL):n—dim(s):n—O:n.

Hvis S # {0} ,lad X;,...,X, € R" vaere en basis for S . Lad X =[X1,...,Xr]. DaerS = Sﬂ(X) . Derfor ma

St= SIZI(X )l Lemma 5.1.16 sigerdaat S* = Sﬂ(X )l =N (XT ) N (XT) er et underrum (ifglge

proposition 2.1.8).
Dimensionen udregnes:

dim(N(XT)):antaI sgjleri X" —rank(X")
=n-rank(X)
=n-r
=n—dim(S)
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Teorem 5.1.17.2 [N]

Hvis S 75{0},5 #", og {X11""Xr} er en basis for S og {XM,...,XH} er en basis for S*, sa er {)(1,...

en basis for [1".

Bevis Teorem 5.1.17.2
Ifglge saetning 3.1.4 er det nok at vise at X,..., X, er uafhaengige. Antag at

CX +..+CX +C X, +...+C X, =0

ladda Yy =CX +...+C,X,,Z=C, ;X

r? r+1”r+1

+...+C X,. SayeS,zeS". Sa harvi
y+z=0=>y=-z=y,2eSNS* ={0}

Dette betyder alts3 at:
For y: ¢X +..+¢X =0=¢ =0,...,Cc, =

.,C, =0
For W: C, X, +..+CX =0=c¢,,=0,..,c, =0

r+17r+1

Tilsammen giver dette:

CX +..+CX +C X, +...+C.X, =0=¢ =0,...,c, =0 og derved er X,..., X, uafhaengige.

r+1
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Teorem 5.5.7 [L]

Lad S veere et underrum af et indreproduktrum V med indre produkt < ,

Lad {X1 ..... Xn} vare en ortonormalbasis for S oglad X eV .

Hvis
n
p= Zcixi
i1
Hvor
¢ =(X,X)
S& p—xeS.

Bevis Teorem 5.5.7 [£ndret lidt]
Vi vil gerne vise at < p-—X, y) =0 VyeS

lad y=aX +...+a,X, da:

(p—xy)=(p—X,aX +..+aX,)

p—x,zn:aixi>
i=1

=2.a(p-xx)
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11 Ortogonale og ortonormale baser

Def. Ortogonal mangde
Lad V veere et indre-produkt rum. Lad V,,...,V, €V \{0} . Hvis <Vi,vj>:O,i # j er V...V, enortogonal

maengde.

Teorem 5.5.1 [L]
Lad V veere et indre-produkt rum. Lad {vl,...,vn} cV veere en ortogonal mangde, sd er V,,...,V, lineaert

uafhaengige.

Bevis Teorem 5.5.1
Antag at

¢V, +..+cv, =0
For j=1,...,n tag det indre produkt pa begge sider af udregningen
(:1<v1,vj>+...+cn <vn,vj> =0

Da <Vi,vj>=0 nar j#1i fas

¢;{V;,v;)=0

20
;v =
2

Da v; eren del af en ortogonal maengde er v; # 0, hvilket medfgrer at ij H > 0. Derved ma C, = 0 og
Vi,...,V, erderved linezert uafhaengige.

Def. Basis
Lad V veere et F vektorrum, og lad V;,...,V, €V

Vj,...,V, eren basis hvis

1. Vv,...,V, erlineaert uafhaengige

2. V,,..,V, udspaender V

Def. Ortonormal maengde

En ortogonal maengde {ul,...,un} er ortonormal < <ui,uj > = é‘ij hvor

{1i:j
5”: . .
Oi=]
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Teorem 5.6.1 [L]

(Gram-Schmidt processen)

Lad V vere et indre-produktrum med indre produkt < , > .

Lad {Xi,...,Xn} vaere en basis for V .

Definer

u :ix1
Cx

Og definer U,,...,U, rekursivt ved

uk+1:” (X1 — Py ) for k=1,..,n-1

Xk+l - pk”
Hvor

Py :<Xk+1’ul>ul +"'+<Xk+1’uk>uk

Altsa den ortogonale projektion af X, pa span(ul,...,uk) .
Daer {ul,...,uk} en ortonormal basis for span(xl,...,xk) for k=1,...,n. Specielt er {ul,...,un} en

ortonormal basis for V .

Bevis Teorem 5.6.1
Lad S, =span(X,..., %) for k=1,...,n.
Induktioni K :

Basis kK =1:
Det er klart at U, er en enhedsvektor med samme retning som X, og at span(ul) = span(xi) =S,.

Induktionshypotese:

Antag at {ul, ...,uk} er en ortonormal basis for span(xi,..., X, ) =S, for k<n

Induktionsskridt:
Lad p, veere projektionen af X, pd S, = span(ul,...,uk). Seetning 6.4.14 giver da

Py :<Xk+1’ul>ul+"'+<Xk+l’uk>uk
Da p, €S, kan den skrives som en linear kombination af X;,..., X, .
Py =CX +...+C X,

og

X1 — P = Xgp TG X+ + G X #0
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Da hgjresiden er en ikke-triviel (C'er er ikke alle 0) linearkombination afX,..., X, - Desuden er

X~ Pe € Span(xl""’ Xk+l) =S
Ifglge szetning 6.4.14sder X, , — P, €S, ogderveder X, — P, Lu. fori=1...K.

lad nu U, = (Xk+l - pk). Saer {ul,...,uM} en ortonormal maengde og er indeholdti S, .

||Xk+l — P ”

Da Uj,...,U,,, er K+1 uafhaengige elementer i rummet S, ,; af dimension K +1 udggr de en basis, og

’ .
{Uy,..., U, } "er en ortonormal basis for S, ;.

Induktionsskridtet er taget og resultatet dermed bevist.
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12 Ortogonale og unitaere matricer

Def. Ortonormalt maengde

En ortogonal maengde {ul,...,un} er ortonormal < <ui,uj > = é‘ij hvor
li=]
5” = . J
Oi=]

En matrix Q € Mat, (D ) er en ortogonalmatrix hvis sgjlerne i Q udggr en ortonormalbasis for [ "

Def. Ortogonalmatrix

Teorem 5.5.5 [L]
QeMat,, (D ) er en ortogonalmatrix < Q'Q =1

Bevis Teorem 5.5.5

Lad os beregne Q' Q i,j’te indgang.
li=]j
T T
(Q'Q), =a'a;={a.a)=4 ={o i ]

Derfor geelder det at Q € Mat, (D ) er en ortogonalmatrix < Q' Q=1 .

Def. Unitaer

En matrix U € Mat, , (U') er unitzr, hvis sgjlerne i U udggr en ortonormalbasis for [ ".

Def. Hermitisk matrix

En matrix Ae Mat, (L) er hermite’sk hvis A= A" = (/&)T

Teorem 11.1.9 [N]

(Schurs teorem)

Lad Ae Mat, , (L ). Der findes en unitzer matrix U € Mat, , () sa U™ AU er en gvretrekantsmatrix.

Bevis Teorem 11.1.9
Beviser er ved induktion over N.

Basis n=1
Trivielt idet alle 1x1 matricer er gvretriangulzere.

Induktionshypotese
Vi antager at udsagnet geelder for alle matriceri Mat_,  , (D ) .
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Induktionsskridt
lad Ae Mat, (D ) oglad A4 €] vaere en egenveerdifor A, med tilsvarende egenvektor v, €[] ".

Vi kan arrangere at ||V1|| =1. {Vl} kan udvides til en basis for [1 ", og ved at anvende Gram-schmidt pa
denne basis, far vi en ortonormalbasis {vl,...,vn} for 0 ".
Lad U, =[V,,...,v,] e Mat, (0 ). U erda uniter ved konstruktion.
Vi har da (vi piller fgrst sgjle af UlH AU, ud)
UlH AU.g = UlH Av, = /11U1HV1 = /11U1HU1e1 =48
Vi kan altsa skrive

Ul“Aulz[Zl L}
0 A

Hvor O er en sgjlevektor og I er en raeekkevektor med N—1 indgange.

Ifglge induktionshypotesen sa eksisterer der en matrix C e Mat, ,  , (D ) sa C"AC ergvreen

.
u, - 10
0 C

Matricen U, er unitaer da de sidste N —1 sgjler udggr en ortonormal maengde, og hver for sig er

gvretrekantsmtrix.
Definer nu

ortogonale pa den fgrste sgjle, som er en enhedsvektor. Sa er produktet U =U,U, ogsa uniteer.

Vi vil vise at U™ AU er gvre-trianguleer. Da blokstgrelserne i matricerne er ens kan vi bruge blok matrix
multiplikation.

U AU

U (Uy AU, U,
f1 0 {@ r} 1 0
“lo c*Jlo Ajlo C

A r}l 0"
o c"Ajlo C

A rC}

0 CMAC
(A4 rC
|0 B}

Denne matrix er gvre trianguleer da B (fra induktionshypotesen) er det.
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Teorem 11.1.10 [N]

(Spektralsaetning for hermite’ske matricer)
lad Ae Mat, (D ) veere hermite’sk. S kan A diagonaliseres, dvs der findes en uniteaer matrix
UeMat, (1)sa
U"AU
Er diagonal med reelle diagonalindgange.

Bevis Teorem 11.1.10
Ifglge Schurs saetning findes der en uniteer matrix U € Mat,, () sa UM AU =T eren

gvretrekantsmatrix. T er hermite’sk da:

TH=(UHAU)H
=U"A"U
=U"AU
=T
Men
tn t1n ﬁl 0 0
T={0 - | T"=|: . 0
O O tnn En t_nn

Damédt ;=0 fori= jogdat; =1, ma t;; vaerereel. T er da en diagonalmatrix med reelle indgange.
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13 Uniteer diagonalisering

Def. Unitaer

En matrix U € Mat, , (U') er unitzr, hvis sgjlerne i U udggr en ortonormalbasis for [] ".

Def. Hermitisk matrix
En matrix Ae Mat, (L) er hermite’sk hvis A= A" = (A)T

Teorem 11.1.9 [N]

(Schurs teorem)

Lad Ae Mat, , (L ). Der findes en unitzer matrix U € Mat, , (I ) sa U™ AU er en gvretrekantsmatrix.

Bevis Teorem 11.1.9
Beviser er ved induktion over N.

Basis n=1
Trivielt idet alle 1x1 matricer er g@vretriangulzere.

Induktionshypotese

Vi antager at udsagnet geelder for alle matriceri Mat, , , (D ) .

Induktionsskridt
lad Ae Mat, (D ) oglad A4 €] vaere en egenveerdi for A, med tilsvarende egenvektor v, €[1".

Vi kan arrangere at ||V1|| =1. {Vl} kan udvides til en basis for [1 ", og ved at anvende Gram-schmidt pa
denne basis, far vi en ortonormalbasis {V,,...,V, } for [ ".
lad U, = [Vl,...,vn] eMat, (7). U er da uniter ved konstruktion.
Vi har da (vi piller fgrst sgjle af UlH AU, ud)
U AUe =U"Ay, =AUy, =2U'Ue = 1e
Vi kan altsa skrive

ulHAulz[21 L}
0 A

Hvor O er en sgjlevektor og I er en reekkevektor med N—1 indgange.

Ifglge induktionshypotesen sé eksisterer der en matrix C e Mat, ,  , (D ) sd C"AC ergvreen

1 T
U, = 0
0 C
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Matricen U, er uniteer da de sidste N—1 sgjler udggr en ortonormal maengde, og hver for sig er

ortogonale pa den fgrste sgjle, som er en enhedsvektor. S& er produktet U =U,U, ogsa uniteer.

Vi vil vise at U™ AU er gvre-trianguleer. Da blokstgrelserne i matricerne er ens kan vi bruge blok matrix
multiplikation.

U"AU

U (Uy AU, U,
f1 0 E@ r} 1 0
“lo ct]lo Ajlo C

A r}l 0"
|0 c"Allo C

A rc}

0 C"AC
__Zl rc
|0 B}

Denne matrix er gvre trianguleer da B (fra induktionshypotesen) er det.

Teorem 11.1.10 [N]
(Spektralsaetning for hermite’ske matricer)

lad Ae Mat, (D ) veere hermite’sk. S kan A diagonaliseres, dvs der findes en unitaer matrix

U eMat,, (0)sa
U AU
Er diagonal med reelle diagonalindgange.

Bevis Teorem 11.1.10
Ifglge Schurs saetning findes der en unitaer matrix U € Mat, | (D ) sa UMAU =T eren

gvretrekantsmatrix. T er hermite’sk da:
" =(u*AU)"
=U"A"U
=U"AU

Men
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tn t1n tn 0 0
T=l0 "-. |, T"=: . 0
O 0 tnn En t_nn

Daméat ;=0 fori=jogdat; =T, mat, verereel. T erda en diagonalmatrix med reelle indgange.
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14 Kvadratiske former

Def. Kvadratisk form
En kvadratisk form er en funktion f :[1" —[] givetved f (x)= X" AX, hvor Ae Mat, , (0).

Grunden til den kaldes en kvadratisk form er:

Hvis
X
x=|... [A=[a]
Xn
Sa
X A, o, X%
f =[%-%,]
Xn _anl ann Xn
Ay, X et a X
=[x % ]| -
8% .+ B X,

=X (B X, + ot By X, )+ X (B X o A X,)
Viser ati alle led indgar der mindst to X ’er, hvilket er grunden til at den kaldes en kvadratisk form.

Eksempel

et oy e oA s

Teorem 11.3.3

(Hovedaksesaetningen)

lad Ae Mat, (D ) vaere symmetrisk, og lad 4,,..., 4, vaere A’s egenvaerdier, talt med multiplicitet.

Der findes en rotationsmatrix R € Mat, | (D ) og en tilsvarende rotation af koordinater U= R"X s3
T 2 2
X AX=AU; +...+ AU

Foralle xel[]"
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Bevis teorem 11.3.3

Ifglge spektralsaetningen sa findes der en ortonormal basis {vl,...,vn} for 1 " bestdende af A’s

egenvektorer. S3 [Vl,...,vn] er en ortonormal matrix.

Lad

D] hvisdet ([v,,...,v,]) =1

" [~Vy1-V, ] hvisdet([v,,...,v,])=-1

R er da en rotationsmatrix, hvis sgjler er egenvektorer for A og som udggr en ortonormal basis for [1".
Vi har da

A
R"TAR = ,
A,
Hvor A,..., 4, er egenvardierne til 2V,,...,V,, sa
A
A=R R"
ﬂ‘n
Vihardaforalle xell"
A
X'Ax=XxR R x
A,
A
=u" u (hvoru:RTx)

Def. Positiv definit
Lad Ae Matn,n (D )

A er positiv definit hvis:

vxel"\{0}:x Ax>0

Teorem 6.6.2 [L]
Lad Ae Mat, , (U ) vaere symmetrisk.

A er positiv definit << A’s egenvaerdier alle er positive.
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Bevis Teorem 6.6.2
=
Lad A veere en egenvaerdi for A med tilhgrende egenvektor X . Da

X" Ax = X' Ax
= AX" X
= AN
Dette medfgrer

X" AX
X

Det vil sige at enhver egenvaerdi er positiv.
—

Da Asymmetrisk kan A ifglge spektralseetningen diagonaliseres og der eksisterer en ortonormalbasis

{Xl,...,Xn} for [1" hvor X,...s X, er A’s egenvektorer.

Lad X el " \{O} sa X kan skrives som en linear kombination af X,..., X,

X=aX +...+a,X,

Hvor @& =(X,X ) for i=1...,n og Zn:aiz =||x||2(bare beregn (X, X) =(aX +...+8,X,, 8% +..+3X,))
i=1

n-n

ax +otax,) A(ax +..+ax,)
) (2,A% +...+a,AxX,)

x| +.. X )(adX .. +a,4,X,)

(Husk at XiTXj =0 hvisi=# ]
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15 Linezere differentialligninger

Def. Lineaere differentialligninger
Et generelt differentialligniningsystem skrives som

Et lineaer differentialtligningssystem er pa formen er et system hvor afbildningen fi er en linezer

transformation. Den har da en standard matrix reprasentation A. | ikke-matrix form:
Xy =8, %+ + X,

X, =a X +...+a,X,

Hvor X; er en differentiabel funktion.

Dette kan skrives kompakt pa matrixform

X'= AX
Hvis N =1 har vi ligningen

X'=ax
Som vil blive Igst i naeste bevis.
Lemma 10.1.1 [N]
Lad A,a<l] ligningen

X'=AX

At

Har en entydig Igsning Z :[1 —0 med Z(O)za givet ved Z(t)ze a

Bevis 10.1.1
Hvis A =c+id

At (c+id )t

e

ct 4idt

e
€
e

e
“(cosdt +isindt)
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%(el‘) = Je® (cosdt+isindt)+e® (—dsindt+id cosdt)

=e“(c+id)(cosdt+isindt)

— " (i)(eidt)

— Jedeit

— ﬂe(cﬂd)t

— Jeht
sa e opfyldet X'=AX men har startveerdi 1. Vi ganger derfor e”' med @ som er en konstant, som gar
igennem hele beregningen ovenfor. Vi finder derfor ud af at Z(t) =Je™a eren lpsning til X'=AX med
startveerdi Z (0) =a.
Er denne s entydig? Vi antager at der eksisterer en funktion y(t) som er en Igsning til X'=AX med
startveerdi y(O) =a.

Vi kigger pa funktionen e‘“y(t) og vil se hvordan denne aendrer sig, vi differentierer altsa

ie‘“y(t) =—Aey(t)+eMy'(t)

dt
=e " (y'(t)-2y(1))

=e ™ (2y(t)-2y(t))
-0

Sa funktionen e’“y(t) er altsa konstant. Derfor ma vi indsaette hvilken som helst veerdi for t og se hvad

den giver:

Altsd er Z(t) den entydige lgsning til X' = AX med startveerdi Z(O) =a.
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Teorem 12.2.2

(Putzers algoritme)

lad Ae Mat, (D ) Lad A,,..., 4, veere egenvardier for A, talt med multiplicitet.

k
Lad By =1 ogfor k=1..,n, B =H(A—ﬂj|) og definer
i1

n-1

r-k +1
k=0

Hvor I’l(t)ze/Ilt og definer I, induktivt for kK =2,...,n ved
t

I = ej‘*tje‘”‘xsrkfl (s)ds
0

S& geelder Q(O)z | og Q'(t)z AQ(t)zQ(t)A.

Bevis Teorem 12.2.2

Vi ser at
r(t)=e*’=1
0
k>1:r(t) eﬂ*'oj‘e‘”*‘srk ,(s)ds=0
0
Sa
n-1
Q(0)=>r,.(0)R =R =1
k=0

Viserat A kommuterer med A— Al for i =1,...,n sa den kommuterer med P,,..., P, , ogderfor ogsa

med Q(t) . Dette giver os at Q(t) A=AQ (t) :
Vi vil nu gerne vise at Q'(t) = AQ(t). Forst vil vi differentiere 1, for kK >1.

d

" ﬂke‘k"[e Ao (s)ds+e™ (e, (1))

A e (), (1)
= AN (t)+ s (t)

Sa vi har derfor at
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= ~ (ﬂk+1rk+l (t)"' I (t)) Pk
Og vi har at
Q(1)=AQ(D) =Y (At ()45, (1)) P~ A (DR,
=S L (O(A-AL1)R 1 (1R,
= 3 L (t) Pea + 1 (t) R
=—r (t)P,
=0

Det sidste gaelder da Cayley Hamilton saetningen siger at (A—ﬂll )...(A—/inl ) =P =0.Da
Q'(t)— AQ(t) =0=0Q (t) = AQ(t) og saetningen er bevist.
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16 Markov Processor

Def. Markov Process
En Markov Process er en sekvens af handelser med fglgende egenskaber

1. Saettet af tilstande er endeligt
2. Den naeste tilstand afhaenger kun af den forrige tilstand
3. Sandsynlighederne ved haendelsesskift er konstante

Def. Sansynelighedsvektor

En vektor X €[] " med ikke-negative indgange og saddan at summen af dens indgange er 1 kaldes en
sandsynlighedsvektor.

Def. Stokastisk Matrix

En matrix Ae Matn’n (D ) er en stokastisk matrix hvis hver af dens sgjler hver er en sandsynlighedsvektor.

Eksempel

0,8
Xy = {0 2} er en sandsynlighedsvektor. Den fortaller at 80% kgrer Lamboghini og 20% kegrer Fait.

0,1 0,
= |:0 9 0 8} forteeller at 10% af dem der kgrer Lamboghini gor det ogsa ved en haendelse, mens

20% af dem der kgrer Fait skifter til Lamboghini. 90% skifter fra Lamboghini til Fait og 80% af dem der
kegrer Fait bliver ved med det.

X, = AX

01 0,2][0,8
10,9 0,8}{0,2}
[0,1:0,8+0,2:0,2
=_0,9-O,8+0,8-0,2}

_[0,08+0,04
10,72+0,16

_[0,12
10,88
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Lemma 10.2.4 [N]
1
lade=|..|el".

1. Lad X e[1" med ikke-negative indgange, X er en sandsynlighedsvektor <> e'x=1

2. lad AeMat, (D ) vaere en matrix med ikke-negative indgange. A er stokastisk <>e' A=e'

Bevis Lemma 10.2.4
1:
e'x= X, +...4+ X, =1 hvis og kun hvis X er en sandsynlighedsvektor.

2:
skriv A=[a,,...,a, |. Sa:

e’ A

]

[e'a,,...¢"a, |
[L,..1
eT

Hvis og kun hvis a,,...,a, er sandsynlighedsvektorer.

Lemma 10.2.7 [N]
Lad Ae Mat, , (U ) vaere en stokastisk matrix.

Saer 1 en egenveerdifor A.

Bevis Lemma 10.2.7
Lad os beregne A'e

Viser at € er en egenvektor til =1 for A’ . Derfor er P, (l) =0.Men:

P, (1) =det(A-1)
~det((A-1)')
=det(A"-1)
=P (1)

S& p, (1) =0 og derfor er 1 en egenvaerdi til A.
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Teorem 6.3.4 [L]
Hvis A er en stokastisk matrix med dominant egenveerdi A, =1 sa vil Markov raekken konvergere mod en

steady-state vektor X.

Bevis Teorem 6.3.4
Hvis A er diagonaliserbar:

Lad Y, veere egenvektoren til 4. Lad Y =[yl,..., yn] vaere en matrix der diagonaliserer A

(S8 A=YDY ™), sanar K >
A 1
D = A , — 0 . =E
| X | 0
Og hvis X, er en sandsynlighedsvektor og C :Y_lxo sa:

X, = A%, =YD*Y %, =YD'c > YEC =Y (c,e,) =Y,

Sa C Y, bliver steady-state vektoren.

Hvis A ikke er diagonaliserbar kan dette stadig bevises, men dette er uden for pensum.
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